
新微分積分Ⅱ改訂版 

４章 微分方程式 

 

 

§1 １階微分方程式（p.111～p.112） 

練習問題 1-A 

1.  

（１）（変数分離形） 

両辺を1 − 𝑥で割ると 

1

1 − 𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

1

𝑡
 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

1 − 𝑥
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑡
𝑑𝑡 

これより 

log|1 − 𝑥| = log|𝑡| + 𝑐（𝑐は任意定数） 

− log|1 − 𝑥| − log|𝑡| = 𝑐 

log|1 − 𝑥| + log|𝑡| = 𝑐 

log|(1 − 𝑥)𝑡| = 𝑐 

(1 − 𝑥)𝑡 = ±𝑒𝑐 

𝐶 = ±𝑒𝑐とおくと 

(1 − 𝑥)𝑡 = 𝐶 

1 − 𝑥 =
𝐶

𝑡
 

よって, 求める一般解は 

𝒙 = 𝟏 −
𝑪

𝒕
（𝑪は任意定数） 

 

（２）（１階線形） 

i) 斉次 1 階微分方程式の解 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 2𝑡𝑥 = 0 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑡𝑥 

1

𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑡 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = ∫ 2𝑡𝑑𝑡 

これより 

log|𝑥| = 𝑡2 + 𝑐（𝑐は任意定数） 

𝑥 = ±𝑒𝑡2+𝑐  

𝑥 = ±𝑒𝑐 ∙ 𝑒𝑡2
 

𝐶 = ±𝑒𝑐とおくと 

𝑥 = 𝐶𝑒𝑡2
（𝐶は任意定数） 

 

ii) 𝑥 = 𝑢𝑒𝑡2
とおき, 両辺を𝑡で微分すると 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒𝑡2

+ 𝑢𝑒𝑡2
∙ (2𝑡) 

=
𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒𝑡2

− 2𝑡𝑢𝑒𝑡2
 

微分方程式に代入すると 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒𝑡2

− 2𝑡𝑢𝑒𝑡2
− 2𝑡𝑢𝑒𝑡2

= 𝑒𝑡2
 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑒𝑡2

= 𝑒𝑡2
 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 1 

両辺を𝑡について積分すると 

∫ 𝑑𝑢 = ∫ 𝑑𝑡 

𝑢 = 𝑡 + 𝐶（𝐶は任意定数） 

よって, 求める一般解は 

𝒙 = (𝒕 + 𝑪)𝒆𝒕𝟐
（𝑪は任意定数） 

 

（３）（同次形） 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑡 − 𝑥

𝑡
より,   

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 1 −

𝑥

𝑡
・・・① 

𝑢 =
𝑥

𝑡
とおくと,   𝑥 = 𝑡𝑢であるから,    

両辺を𝑡で微分して 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑢 + 𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
 

これを①に代入して 

𝑢 + 𝑡
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 1 − 𝑢 

𝑡
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 1 − 2𝑢 

1

1 − 2𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

1

𝑡
 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

1 − 2𝑢
𝑑𝑢 = ∫

1

𝑡
𝑑𝑡 



これより 

1

−2
∙ log|1 − 2𝑢| = log|𝑡| + 𝑐（𝑐は任意定数） 

log|1 − 2𝑢| = −2 log|𝑡| − 2𝑐 

log|1 − 2𝑢| + log|𝑡|2 = −2𝑐 

log|𝑡2(1 − 2𝑢)| = −2𝑐 

𝑡2(1 − 2𝑢) = ±𝑒−2𝑐 

𝐶 = ±𝑒−2𝑐とおくと 

𝑡2(1 − 2𝑢) = 𝐶 

ここで,   𝑢 =
𝑥

𝑡
であるから 

𝑡2 (1 − 2 ∙
𝑥

𝑡
) = 𝐶 

𝑡2 − 2𝑡𝑥 = 𝐶 

2𝑡𝑥 = 𝑡2 − 𝐶 

𝑥 =
𝑡2 − 𝐶

2𝑡
 

𝐶は任意定数であるから, 求める一般解は 

𝒙 =
𝒕𝟐 + 𝑪

𝟐𝒕
（𝑪は任意定数） 

 

（４）（変数分離形） 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 2𝑡𝑥 = 𝑥より,   

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (2𝑡 + 1)𝑥 

両辺を𝑥で割ると 

1

𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑡 + 1 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = ∫(2𝑡 + 1)𝑑𝑡 

これより 

log|𝑥| = 𝑡2 + 𝑡 + 𝑐（𝑐は任意定数） 

𝑥 = ±𝑒𝑡2+𝑡+𝑐  

𝑥 = ±𝑒𝑐 ∙ 𝑒𝑡2+𝑡 

𝐶 = ±𝑒−2𝑐とおくと, 求める一般解は 

𝒙 = 𝑪𝒆𝒕𝟐+𝒕（𝑪は任意定数） 

 

（５）（１階線形） 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑡2 − 𝑥

𝑡
より,   

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑡 −

𝑥

𝑡
 

よって,   
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝑥

𝑡
= 𝑡・・・① 

 

i) 斉次 1 階微分方程式の解 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝑥

𝑡
= 0 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑥

𝑡
 

1

𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

1

𝑡
 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = ∫ −

1

𝑡
𝑑𝑡 

これより 

log|𝑥| = − log|𝑡| + 𝑐（𝑐は任意定数） 

log|𝑥| + log|𝑡| = 𝑐 

log|𝑥𝑡| = 𝑐 

𝑥𝑡 = ±𝑒𝑐 

𝐶 = ±𝑒𝑐とおくと 

𝑥𝑡 = 𝐶 

𝑥 =
𝐶

𝑡
（𝐶は任意定数） 

ii）𝑥 =
𝑢

𝑡
とおき,両辺を𝑡で微分すると 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑𝑢

𝑑𝑡

1

𝑡
+ 𝑢 ∙ (−

1

𝑡2
) 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

1

𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
−

𝑢

𝑡2
 

これを, ①に代入すると 

1

𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
−

𝑢

𝑡2
+

1

𝑡
∙

𝑢

𝑡
= 𝑡 

1

𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
−

𝑢

𝑡2
+

𝑢

𝑡2
= 𝑡 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑡2 

両辺を𝑡について積分すると 

∫ 𝑑𝑢 = ∫ 𝑡2𝑑𝑡 

𝑢 =
1

3
𝑡3 + 𝐶（𝐶は任意定数） 

よって, 求める一般解は 

𝑥 =

1
3

𝑡3 + 𝐶

𝑡
 

𝒙 =
𝒕𝟐

𝟑
+

𝑪

𝒕
（𝑪は任意定数） 

 



（６）（同次形） 

𝑡𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥2 − 𝑡2より,   

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑥

𝑡
−

𝑡

𝑥
 

よって,   
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑥

𝑡
−

1
𝑥
𝑡

・・・① 

𝑢 =
𝑥

𝑡
とおくと,   𝑥 = 𝑡𝑢であるから,  

両辺を𝑡で微分して 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑢 + 𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
 

これを①に代入して 

𝑢 + 𝑡
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑢 −

1

𝑢
 

𝑡
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −

1

𝑢
 

𝑢
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −

1

𝑡
 

両辺を𝑡について積分すると 

∫ 𝑢𝑑𝑢 = − ∫
1

𝑡
𝑑𝑡 

1

2
𝑢2 = − log|𝑡| + 𝐶（𝐶は任意定数） 

ここで,   𝑢 =
𝑥

𝑡
であるから 

1

2
∙ (

𝑥

𝑡
)

2

= − log|𝑡| + 𝐶 

1

2
∙

𝑥2

𝑡2
= − log|𝑡| + 𝐶 

𝒙𝟐 = 𝟐𝒕𝟐(𝑪 − 𝐥𝐨𝐠|𝒕|)（𝑪は任意定数） 

 

2. 

（１）（変数分離形） 

両辺を𝑥2で割ると 

1

𝑥2

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 3𝑡2 

両辺を𝑡で積分すると 

∫
1

𝑥2
𝑑𝑥 = ∫ 3𝑡2𝑑𝑡 

これより 

−
1

𝑥
= 𝑡3 + 𝐶（𝐶は任意定数） 

よって, 一般解は 

 

𝑥 = −
1

𝑡3 + 𝐶
 

ここで, 𝑡 = 0, 𝑥 = 1を代入すると 

1 = −
1

0 + 𝐶
 

𝐶 = −1 

よって, 求める解は 

𝒙 = −
𝟏

𝒕𝟑 − 𝟏
=

𝟏

𝟏 − 𝒕𝟑
 

 

（２）（変数分離形） 

両辺を√1 − 𝑥2で割ると 

1

√1 − 𝑥2

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 1 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

√1 − 𝑥2
𝑑𝑥 = ∫ 𝑑𝑡 

これより 

sin−1 𝑥 = 𝑡 + 𝐶（𝐶は任意定数） 

よって, 一般解は 

𝑥 = sin(𝑡 + 𝐶) 

𝑡 = 0, 𝑥 = 1を代入すると 

1 = sin 𝐶 

𝐶 =
𝜋

2
+ 2𝑛𝜋（𝑛は整数） 

よって, 求める解は 

𝒙 = sin (𝑡 +
𝜋

2
+ 2𝑛𝜋)（𝑛は整数） 

= sin (𝑡 +
𝜋

2
) 

= 𝐜𝐨𝐬 𝒕 

 

（３）（同次形） 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑥2 + 2𝑡𝑥

𝑡2
より,   

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑥2

𝑡2
+

2𝑥

𝑡
 

よって,   
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (

𝑥

𝑡
)

2

+ 2 ∙
𝑥

𝑡
 

𝑢 =
𝑥

𝑡
とおくと,   𝑥 = 𝑡𝑢であるから, 

両辺を𝑡で微分して 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑢 + 𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
 

これを①に代入して 



𝑢 + 𝑡
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑢2 + 2𝑢 

𝑡
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑢2 + 𝑢 

1

𝑢2 + 𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

1

𝑡
 

両辺を𝑡で積分すると 

∫
1

𝑢2 + 𝑢
𝑑𝑢 = ∫

1

𝑡
𝑑𝑡 

ここで,    ∫
1

𝑢2 + 𝑢
𝑑𝑢 について,   被積分関数を 

部分分数分解すると 

1

𝑢2 + 𝑢
=

1

𝑢(𝑢 + 1)
 

=
1

𝑢
−

1

𝑢 + 1
 ※部分分数分解の過程は省略 

よって 

∫ (
1

𝑢
−

1

𝑢 + 1
) 𝑑𝑢 = ∫

1

𝑡
𝑑𝑡 

これより 

log|𝑢| − log|𝑢 + 1| = log|𝑡| + 𝑐（𝑐は任意定数） 

log |
𝑢

𝑢 + 1
| − log|𝑡| = 𝑐 

log |
𝑢

𝑡(𝑢 + 1)
| = 𝑐 

𝑢

𝑡(𝑢 + 1)
= ±𝑒𝑐 

𝐶 = ±𝑒𝑐とおくと 

𝑢

𝑡(𝑢 + 1)
= 𝐶 

ここで,   𝑢 =
𝑥

𝑡
であるから 

𝑥
𝑡

𝑡 (
𝑥
𝑡

+ 1)
= 𝐶 

𝑥

𝑡𝑥 + 𝑡2
= 𝐶 

これに, 𝑡 = 1, 𝑥 = 1を代入すると 

1

1 + 1
= 𝐶 

𝐶 =
1

2
 

 

𝑥

𝑡𝑥 + 𝑡2
=

1

2
 

2𝑥 = 𝑡𝑥 + 𝑡2 

2𝑥 − 𝑡𝑥 = 𝑡2 

𝑥(2 − 𝑡) = 𝑡2 

よって, 求める解は 

𝒙 =
𝒕𝟐

𝟐 − 𝒕
 

 

（４）（１階線形） 

i) 斉次 1 階微分方程式の解 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝑥

𝑡
= 0 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑥

𝑡
 

1

𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

1

𝑡
 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = ∫ −

1

𝑡
𝑑𝑡 

これより 

log|𝑥| = − log|𝑡| + 𝑐（𝑐は任意定数） 

log|𝑥| + log|𝑡| = 𝑐 

log|𝑥𝑡| = 𝑐 

𝑥𝑡 = ±𝑒𝑐 

𝐶 = ±𝑒𝑐とおくと 

𝑥𝑡 = 𝐶 

𝑥 =
𝐶

𝑡
（𝐶は任意定数） 

ii）𝑥 =
𝑢

𝑡
とおき,両辺を𝑡で微分すると 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑𝑢

𝑑𝑡

1

𝑡
+ 𝑢 ∙ (−

1

𝑡2
) 

=
1

𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
−

𝑢

𝑡2
 

これを, 微分方程式に代入すると 

1

𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
−

𝑢

𝑡2
+

1

𝑡
∙

𝑢

𝑡
= 𝑒𝑡  

1

𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
−

𝑢

𝑡2
+

𝑢

𝑡2
= 𝑒𝑡 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑡𝑒𝑡 

両辺を𝑡について積分すると 



∫ 𝑑𝑢 = ∫ 𝑡𝑒𝑡𝑑𝑡 

ここで,   ∫ 𝑡𝑒𝑡𝑑𝑡 について,   部分積分を用いて 

∫ 𝑡𝑒𝑡𝑑𝑡 = 𝑡𝑒𝑡 − ∫(𝑡)′𝑒𝑡𝑑𝑡 

= 𝑡𝑒𝑡 − ∫ 𝑒𝑡𝑑𝑡 

= 𝑡𝑒𝑡 − 𝑒𝑡 + 𝑐 

よって 

∫ 𝑑𝑢 = ∫ 𝑡𝑒𝑡𝑑𝑡 より 

𝑢 = 𝑡𝑒𝑡 − 𝑒𝑡 + 𝐶（𝐶は任意定数） 

よって, 一般解は 

𝑥 =
𝑡𝑒𝑡 − 𝑒𝑡 + 𝐶

𝑡
 

ここで, 𝑡 = 1, 𝑥 = 0を代入すると 

0 =
1 ∙ 𝑒1 − 𝑒1 + 𝐶

1
 

𝐶 = 0 

よって, 求める解は 

𝒙 =
𝑡𝑒𝑡 − 𝑒𝑡

𝑡
 

= 𝑒𝑡 −
𝑒𝑡

𝑡
= (𝟏 −

𝟏

𝒕
) 𝒆𝒕 

 

3. 

𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑚𝑔 − 𝐾𝑣の両辺を𝑚で割ると 

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑔 −

𝐾

𝑚
𝑣 

ここで,   𝜆 = −
𝐾

𝑚
とおくと 

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑔 + 𝜆𝑣 

1

𝜆𝑣 + 𝑔

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 1 

両辺を𝑡で積分すると 

∫

1
𝜆

(𝜆𝑣 + 𝑔)′

𝜆𝑣 + 𝑔
𝑑𝑣 = ∫ 𝑑𝑡 

1

𝜆
∫

(𝜆𝑣 + 𝑔)′

𝜆𝑣 + 𝑔
𝑑𝑣 = ∫ 𝑑𝑡 

これより 

1

𝜆
log|𝜆𝑣 + 𝑔| = 𝑡 + 𝑐（𝑐は任意定数） 

log|𝜆𝑣 + 𝑔| = 𝜆𝑡 + 𝜆𝑐 

𝜆𝑣 + 𝑔 = ±𝑒𝜆𝑡+𝜆𝑐 

𝜆𝑣 = ±𝑒𝜆𝑐𝑒𝜆𝑡 − 𝑔 

𝐶 = ±𝑒𝜆𝑐とおくと 

𝜆𝑣 = 𝐶𝑒𝜆𝑡 − 𝑔 

𝑣 =
𝐶𝑒𝜆𝑡 − 𝑔

𝜆
 

𝑣(0) = 0より, 𝑡 = 0のとき, 𝑣 = 0であるから 

これらを代入して 

0 =
𝐶𝑒0 − 𝑔

𝜆
 

0 = 𝐶 − 𝑔 

𝐶 = 𝑔 

よって 

𝑣 =
𝑔𝑒𝜆𝑡 − 𝑔

𝜆
 

=
𝑔

𝜆
(𝑒𝜆𝑡 − 1) 

ここで,   𝜆 = −
𝐾

𝑚
であるから 

𝑣 =
𝑔

−
𝐾
𝑚

(𝑒−
𝐾
𝑚

𝑡 − 1) 

よって 

𝒗(𝒕) =
𝒎𝒈

𝑲
(𝟏 − 𝒆−

𝑲
𝒎

𝒕) 

 

（２） lim
𝑡→∞

𝑚𝑔

𝐾
(1 − 𝑒−

𝐾
𝑚

𝑡) = lim
𝑡→∞

𝑚𝑔

𝐾
(1 −

1

𝑒
𝐾
𝑚

𝑡
) 

=
𝑚𝑔

𝐾
(1 − 0) 

=
𝒎𝒈

𝑲
 

 

4. 

𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
= −𝑅𝑖 + 𝐸 

𝐿

𝑅𝑖 − 𝐸

𝑑𝑖

𝑑𝑡
= −1 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
𝐿

𝑅𝑖 − 𝐸
𝑑𝑖 = − ∫ 𝑑𝑡 



これより 

𝐿

𝑅
log|𝑅𝑖 − 𝐸| = −𝑡 + 𝑐（𝐶は任意定数） 

log|𝑅𝑖 − 𝐸| = −
𝑅

𝐿
𝑡 +

𝑅

𝐿
𝑐 

ここで,   𝜆 = −
𝑅

𝐿
とおくと 

log|𝑅𝑖 − 𝐸| = 𝜆𝑡 − 𝜆𝑐 

𝑅𝑖 − 𝐸 = ±𝑒𝜆𝑡−𝜆𝑐  

𝑅𝑖 − 𝐸 = ±𝑒−𝜆𝑐𝑒𝜆𝑡 

𝐶 = ±𝑒−𝜆𝑐とおくと 

𝑅𝑖 − 𝐸 = 𝐶𝑒𝜆𝑡  

𝑅𝑖 = 𝐶𝑒𝜆𝑡 + 𝐸 

𝑖 =
𝐶𝑒𝜆𝑡 + 𝐸

𝑅
 

ここで, 𝑡 = 0, 𝑖 = 0を代入して 

0 =
𝐶𝑒0 + 𝐸

𝑅
 

0 =
𝐶

𝑅
+

𝐸

𝑅
 

0 = 𝐶 + 𝐸 

𝐶 = −𝐸 

よって 

𝑖 =
−𝐸𝑒𝜆𝑡 + 𝐸

𝑅
 

=
𝐸

𝑅
(1 − 𝑒𝜆𝑡) 

ここで,   𝜆 = −
𝑅

𝐿
であるから 

𝒊 =
𝑬

𝑹
(𝟏 − 𝒆−

𝑹
𝑳

𝒕) 

 

練習問題 1-B 

1. 

（１）𝑢 = √𝑥 + 2𝑡より, 𝑢 ≧ 0 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2√𝑥 + 2𝑡より,   

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑢 

また, 両辺を𝑡で微分すると 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

1

2
∙

1

√𝑥 + 2𝑡
∙ (𝑥 + 2𝑡)′ 

=
1

2√𝑥 + 2𝑡
∙ (

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 2) 

=
1

2𝑢
∙ (2𝑢 + 2) 

=
1

𝑢
∙ (𝑢 + 1) 

よって,   
𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

1

𝑢
∙ (𝑢 + 1)であるから 

𝒖
𝒅𝒖

𝒅𝒕
= 𝒖 + 𝟏 

 

（２）𝑢
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑢 + 1 

𝑢

𝑢 + 1

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 1 

(𝑢 + 1) − 1

𝑢 + 1

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 1 

(1 −
1

𝑢 + 1
)

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 1 

両辺を𝑡について積分すると 

∫ (1 −
1

𝑢 + 1
) 𝑑𝑢 = ∫ 𝑑𝑡 

これより 

𝑢 − log(𝑢 + 1) = 𝑡 + 𝐶（𝐶は任意定数） 

よって, 一般解は 

√𝒙 + 𝟐𝒕 − 𝐥𝐨𝐠(√𝒙 + 𝟐𝒕 + 𝟏) = 𝒕 + 𝑪（𝑪は任意定数） 

 

2. 

（１）与式の両辺を𝑡で微分すると 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑡

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 3 (

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2 𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
 

よって 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
{𝑡 + 3 (

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

} = 0 

（２） 

i）
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 0 のとき 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐶（𝐶は任意定数） 

よって, 一般解は, これを与えられた微分方程式に 

代入して, 𝒙 = 𝑪𝒕 + 𝑪𝟑（𝑪は任意定数） 

ii）𝑡 + 3 (
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

= 0 のとき 

𝑡 = −3 (
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

・・・① 



これを, 与えられた微分方程式に代入して 

𝑥 = −3 (
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2 𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ (

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

3

 

= −3 (
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

3

+ (
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

3

 

= −2 (
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

3

・・・② 

①の両辺を３乗すると 

𝑡3 = −27 (
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

6

 

(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

6

= −
𝑡3

27
・・・①′ 

②の両辺を２乗すると 

𝑥2 = 4 (
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

6

 

(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

6

=
𝑥2

4
・・・②′ 

この式より,   −
𝑡3

27
=

𝑥2

4
 

よって,   特異解は,   𝒙𝟐 = −
𝟒

𝟐𝟕
𝒕𝟑 

 

3. 

（１）𝑧 = 𝑥−2の両辺を𝑡で微分すると 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −2𝑥−3

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

よって 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑥3

2

𝑑𝑧

𝑑𝑡
 

これを与えられた方程式に代入すると 

𝑡 (−
𝑥3

2

𝑑𝑧

𝑑𝑡
) − 2𝑥 = 𝑡2𝑥3 

−𝑡
𝑥2

2

𝑑𝑧

𝑑𝑡
− 2 = 𝑡2𝑥2 

𝑥2 = 𝑧−1なので 

−𝑡
𝑧−1

2

𝑑𝑧

𝑑𝑡
− 2 = 𝑡2𝑧−1 

𝒕
𝒅𝒛

𝒅𝒕
+ 𝟒𝒛 = −𝟐𝒕𝟐 

 

（２）𝑧についての微分方程式を解く. 

𝑡
𝑑𝑧

𝑑𝑡
+ 4𝑧 = −2𝑡2より 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
+

4𝑧

𝑡
= −2𝑡 

i) 斉次１階微分方程式の解 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
+

4𝑧

𝑡
= 0 

1

𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −

4

𝑡
 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

𝑧
𝑑𝑧 = −4 ∫

1

𝑡
𝑑𝑡 

これより 

log|𝑧| = −4 log|𝑡| + 𝑐（𝑐は任意定数） 

log|𝑧| + 4 log|𝑡|4 = 𝑐 

log|𝑧|𝑡4 = 𝑐 

よって 

|𝑧|𝑡4 = ±𝑒𝑐  

𝑧𝑡4 = ±𝑒𝑐 

𝑧 =
±𝑒𝑐

𝑡4
 

𝐶 = ±𝑒𝑐とおくと,   𝑧 =
𝐶

𝑡4
（𝐶は任意定数） 

ii）𝑧 =
𝑢

𝑡4
= 𝑢𝑡−4とおき,   両辺を𝑡で微分すると 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑡−4 − 4𝑢𝑡−5 

微分方程式に代入すると 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑡−4 − 4𝑢𝑡−5 +

4𝑢𝑡−4

𝑡
= −2𝑡 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −2𝑡5 

両辺を𝑡について積分すると 

∫ 𝑑𝑢 = −2 ∫ 𝑡5 𝑑𝑡 

これより 

𝑢 = −
1

3
𝑡6 + 𝑐（𝑐は任意定数） 

よって 

𝑧 = 𝑢𝑡−4 

=
−

1
3

𝑡6 + 𝑐

𝑡4
 

=
−𝑡6 + 3𝑐

3𝑡4
 

𝐶 = 3𝑐とおくと 



𝑧 =
−𝑡6 + 𝐶

3𝑡4
 

𝑧 =
1

𝑥2
であるから 

1

𝑥2
=

−𝑡6 + 𝐶

3𝑡4
 

𝒙𝟐(𝑪 − 𝒕𝟔) = 𝟑𝒕𝟒（𝑪は任意定数） 

 

4. 

（１）𝑥 = 𝑡より,   
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 1 

これを微分方程式に代入すると 

左辺 = 1 + (2𝑡2 + 1)𝑡 − 𝑡 ∙ 𝑡2 

= 1 + 2𝑡3 + 𝑡 − 𝑡3 

= 𝑡3 + 𝑡 + 1 = 右辺 

（２）𝑢 =
1

𝑥 − 𝑡
より,   𝑥 − 𝑡 =

1

𝑢
 

すなわち,   𝑥 = 𝑡 +
1

𝑢
であるから 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 1 −

1

𝑢2

𝑑𝑢

𝑑𝑡
 

これを, 微分方程式に代入して 

1 −
1

𝑢2

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ (2𝑡2 + 1) (𝑡 +

1

𝑢
) − 𝑡 (𝑡 +

1

𝑢
)

2

= 𝑡3 + 𝑡 + 1 

−
1

𝑢2

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 2𝑡3 +

2𝑡2

𝑢
+ 𝑡 +

1

𝑢
− 𝑡 (𝑡2 +

2𝑡

𝑢
+

1

𝑢2) = 𝑡3 + 𝑡 

−
1

𝑢2

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 2𝑡3 +

2𝑡2

𝑢
+ 𝑡 +

1

𝑢
− 𝑡3 +

2𝑡2

𝑢
−

𝑡

𝑢2 = 𝑡3 + 𝑡 

−
1

𝑢2

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+

1

𝑢
−

𝑡

𝑢2 = 0 

よって,   
𝒅𝒖

𝒅𝒕
− 𝒖 = −𝒕 

（３）
𝑑𝑢

𝑑𝑡
− 𝑢 = −𝑡を解く. 

i) 斉次１階微分方程式の解 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
− 𝑢 = 0 

1

𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 1 

両辺を𝑡について積分すると 

∫
1

𝑢
𝑑𝑢 = ∫ 𝑑𝑡 

これより 

log|𝑢| = 𝑡 + 𝑐（𝑐は任意定数） 

よって 

𝑢 = ±𝑒𝑡+𝑐  

= ±𝑒𝑐𝑒𝑡 

𝐶 = ±𝑒𝑐とおくと, 𝑢 = 𝐶𝑒𝑡（𝐶は任意定数） 

 

ii) 𝑢 = 𝑣𝑒𝑡とおき, 両辺を𝑡で微分すると 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝑒𝑡 + 𝑣𝑒𝑡 

微分方程式に代入すると 

𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝑒𝑡 + 𝑣𝑒𝑡 − 𝑣𝑒𝑡 = −𝑡 

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝑡𝑒−𝑡 

両辺を𝑡について積分すると 

∫ 𝑑𝑣 = − ∫ 𝑡𝑒−𝑡𝑑𝑡 

𝑣 = − (−𝑡𝑒−𝑡 + ∫ 𝑒−𝑡𝑑𝑡)  ※部分積分 

= 𝑡𝑒−𝑡 + 𝑒−𝑡 + 𝐶（𝐶は任意定数） 

よって 

𝑢 = 𝑣𝑒𝑡  

= (𝑡𝑒−𝑡 + 𝑒−𝑡 + 𝐶)𝑒𝑡  

= 𝑡 + 1 + 𝐶𝑒𝑡 

したがって 

𝒙 = 𝑡 +
1

𝑢
 

= 𝒕 +
𝟏

𝑪𝒆𝒕 + 𝒕 + 𝟏
（𝑪は任意定数） 

 

 

 


